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1. Binfsdiung on die Fragesiilecry

Der Stand der Forschungen im Gebiete der GrundlaBen der
Mathematik, an den unsere Ausfilhrungen ankalpfen, wird durch
die Ergebnisse von dreierlei Untersuchungen gekennzeichnet:

1. der Ausbildung der axiomatischen Methode, insbesondere
an Hand der Grundlagen der Geometrie,

2. der Begriindung der Analysis nach der heutigen strengen
Méthcie durch die Zurickfiihrung der Grtlenlehre auf die
~ Lehre von Zahlen und Zahlenmengen,

3., der Untersfichungen zur Grundlegung der Zahken- und
Mengen-lehre,

Was zunichst die axiomatische Methode betrifft, so wird
der Terminus "axiomatiseh" teils in weiterem, teils in engerem
Sinre gebraucht. In der weitesten Bedeutung des Wortes nennen
wir diz Entwicklung einer Theorie axiomatisch, wenn die Grund-
begriffe und Grundvoraussetzungen als solche an die Spitze
gestellt werden und aus ihnen der weitere Inhalt der Theorie
mit Hilfe von Definiticnen und Beweisen lcgisch abgeleitet
wird., In diesem Sinne ist die Geometrie von EUKLID, die
Mechanik von NEWTON, die Thermodynamik von CLAUSIUS begriindet
worden.
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Bine Verschiérfung, welcbe der axiomatische StandpunktYin

HILBERTs "Grundlagen der Geometrie" erhalten hat, besteht



i

darin, dal man von dem sachlichen Vorstellungsinhalt der grund-

gunbegriffe einer Theorie abstrahiert und an deren Stelle
gewisse schematisch angesetzte Terme und Prédikate treten
148t, die nur ihrer satzlogischen Rolle nach bestimmt sind.
Auf diese #Weise treten an die Stelle von Feststellungen, die
in iphaltlichen aixiomen ausgesprochen sind, Schemata von Grund-
annahmen iiber jene angesetzten Terme und Prédikatey Pie von
goleher Art Axiomen ausgehenden logischen Deduktionen erhalten
gsomit einen rein hypothetischen Charaktier. ggﬁh die Axiome
gelbst bilden nun nicht mehr Feststellungen von Saohverhalten;

ig; xann nicht von ihrem Zutreffen, sondern nur von ihrer
Erfiillbarkeit bzw. ihrer Widerapruchsfre;heit die Rede sein.
Die logische Widerspruchsfreiheit der axiomatischen Annahmen
ist die Hindestforderung, der geniigt sein muB, damit das
logische Deduzieren, das von diesen Annahmen ausgeht, von
irgend einem Belang ist., L:

> 8o knlipft sich an die verschirfte Form der Axiomatik,

wie sie sich dureh die Abstraktion vom Sachgehalt einer Theorie

erglboty - wir wollen sie hier kurz "formale Axiomatik" nennen -,

das Erfordernis eines Nachweises der Widerspruchsfreiheit fir

)
die Axiome, meaé die inhaltliche AWe
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Tatsachen hinstellt, die man sich klarmachen kann, oder @ie)
als Extrakt von Erfahrungskomplexen formuliert und damit dem
Glauben Ausdruck gibt, daB man Gesetzen der Natur auf die
Spur gekommen ist, zugleich in der Absicht, diesen Glauben
durch den Erfolg der Theorie zu stitzen,

Auch die formale Axiomatik bedarf sowohl zur Verfolgung
der Bedukxtionen wie fiir den Nachweis der widerspruchsfreiheit
jedenfalls gewisser lividenzen, aber mit dem wesentlichen
Unterschied, dal diese Art von Evidenz nicht auf einer besonde-
ren Erkenntnisbeziehung zu dem jgweiligen Sachgebiet beruht,
sondern eine rein matbematia; st.

Pir die richtige Wirdigung des Verhéltnisses von inhalt-
licher und formaler Axiomatik in ihrer Bedeutung fir die
Erkenntnis sind vor allem folgende Gesichtspunkte zu beachten:

Die formale ixiomatik bedarf der inhaltlichen notwendig
als ihrer Brgénzung, weil durch diese liberhaupt erst die
Anleitung 2zur Auswahl der formalon'igzxiﬁabhnd ferner fir
eine vorhandene formale Theorie auch erst die Anweisung zu
ihrer Anwendung auf ein Gebiet der Tatsédchlichkeit gegeben
wird.

Andrerseits kinnen wir bei der inhaltlichen Axiomatik
deshalb nicht steheﬂbleiben, weil wir es in der Wissenschaft,
wenn nicht durchweg, so doch vorwiegend mit sclchen Theorien
zu tun haben, die garnicht vollkommen den wirklichen Sach-

verhalt wiedergeben, sondern eine vereinfachende Idealisierung

des 3achverhalts darstellen und darin ihre Bedeutung haben.
Binz derartige Theorie kann gar nicht durch Berufung auf die
evidente Jahrheit ihrer Axiome cder auf Erfahrung ihre Begrin-
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dung erhalten, vielmehr kann diese Begrindung nur in dem Sinne
geschehen, dai die in der Theorie vellzogene Idealisierung,

ds h. die Extrapolation, durch welche die Begriffsbildungen
und Grundsitze der Theorie die Reichweite entweder der anschau-
lichen Zvidenz oder der Zrfahrungsdaten liberschreiten, als eine
widerspruchsfreie eingeschen wird., Pir diese Irkenntnis der
¥iderspruchsfreiheit niitzt uns auch die Berufung auf die

~ fapproximative Gliltigkeit der Grundsitze nichts, denn 2in
Widerspruch kann ja gerade dadurch zustande kommen, daB eine
Beziehung als strikte gliltig angenommen wird, die nur in
eingeschrinktem 3inne besteht.

Wir sind also genttigt, die wWiderspruchsfreiheit von
thecretidchen Systemen losgeltst von der Betrachtung der
Tatsiichlichkeiten zu untersuchen, und damit befinden wir uns
bereits auf dem 3tandpunkt der formalen Axicmatik.

¥as nun die bisherdge Behundlung dicses Problems betrifft,
80 geschisht diese sowohl beil der Gecmetric wie bei den

physikalischen Disziplinen durch dic jliethode der iLrithmetisie~

rung: Man repriigentiert die Gegenstinde der Theorie durch

Zahlen oder Zahlenayateme und die Grundbeziabungen durch

Glomhungenﬁﬁﬁg

Ubersetzung die Axiome der Theorie entweder in arithmetische

. 4 .mw & = M' :
sichungen¥derart, dau auf Grund dieser

Identitédten hzw. beweisbare JH#tze {ibergehen, wie es bei der
Geometrie der Pall ist, oder aber, wie bei der Physik, in ein
System von Bedingungen fiir arithmetische (Gebilde, deren gemein=-
same Erfiillbarkeit sich auf Grund arithmetischer Existenzsiitze
erweigen léB8t, Bel diesem Verfahren wird die Arithmetik, d. h.
die Theorie der reellen Zahlen (die Analysis) zugrundegelegt.
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#ir kommen somit zu dem zweiten der anfangs genannten
Themata der Grundlagenuntersuchungen. In der Begriindung der
Analysis ist es ja im neunzehnten Jahrhundert zuerst durch die
Untersuchungen von BOLZANO und CAUCHY und hernach deren Weiter-
flihrung u?d Vollendung durch DEDEKIND, CANTOR und WEIBRSTRASZ
gelungen,jdie Methoden der Infinitesimalrechnung, die ja in
ikren Anféngen einer vollen Deutlichkqit entbehrten und mehr
nur instinktiv gehandhabt wurden,\SE¥5522¥;32%%érkerérknknﬁp-
fung an die klassischen Methoden der griechischen Mathematiker
EUDOXC0S und ARCHIMEDES zu einer priizise mitteilbaren und lehr-
baren zu gestalten.

Indem diese Deutlichkeit erreicht wurde, traten zugleich
die zugrundeliegenden methodischen Voraussetzungen mehr hervor,
und man ging auch dazu iiber, diese Voraussetzungen liber die

Zielsetzung der Infinitesimalrechnung hinaus systematisch zu

pre
verwerten, wie es/Vér allem in der Cantor'schen liengenlehre
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geschah, Die hier starke Uberechreitung des
mathematisch Gewohnten weckte vielerseits Kritik, die dann
noch durch die Entdeckung der mengentheoretischen Paradoxien
bestirkt wurde,
r

Jenngleich es aithQESE bei ndherem Zusehen erwies, das
es zur Verhiitung der Paradoxien geniigte, gewisse extreme
Begriffsbildungen zu vermeiden, die tatsiichlich fiir den Aufbau
der iiengenlehre uni erst recht fiir die Methoden der Anslysis
ga{pioht erforderlich sind, so ist doch seitdem die Diskussion
Uber die Grundlagen der Mathematik nicht zur Ruhe gekommen,
und man hat sich auech jener Paradoxien als irgument bedient,

um viel weiter genende Einschrinkungen des mathematischen

Verfahrens zu motivieren, als sie zur Behebung der Widerspriiche
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direkt erfordert werden.

Plir eine griindliche Stellungnahme zu dieser Grundlagen-
diskussion erscheint eine eingehendere Betrachtung der logischen
Struktur der mathematischen Thecorien als geboten, zumalfie—es—

In der Tat bemerkt man, daf es sich hei den zur Diskussion
stehenden Verfahren der Mathematik um Methoden des PFolgerns
und der Begriffsbildung handekt, daB alsc hier eine Art der
Erweiterung der gewthnlichen Logik zur Geltung kommt. Zugleich p
zeigt sich eine enge Verflechfgigbﬁee Kathematischen mit dem
Logischen: einerseits tritt die Mengenlehre ilirem Gegenstand
nach, durch die Beziechung von Mengen und Priédikaten (d. h.
durch das Verhéltnis von Umfang und Inhalt'{%grsegriffe#) in
engsete é&uhrung mit der Logik; andererseits wird man in der
systematischen Uﬂteraucbung der logiechen Bildungafcrmen und
SehluBweisen mit Fotwendigkeit anf mathematische Betrachtungen
gefiihrt. S0 ist ja bereite die traditionelle Lehre von den
kategorischen 3Jchliissen eine typisch mathematische Unter-
suchung, was nur durch ihre historische Einordnung in die
Philoaophie“he&sﬁ%Qerdeckt wirds Mit dieser mathematischen
Seite des Logischen hingt es auch zusammen, da3 di- logischen
Schllisse - wie sie insbesondere bei der reichhaltigeren Anwen-
dung der Logik in den mathematischen Theorien zur Verwendung
kommen -, in einer mathematischen Weise fixierbar und aus einer

Reihe von wenigen Elementerprozessen zusammensetzbar sind.

Dieser Sachverhalt wurde zur vollen Deutlichkeit gebracht
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durch die Entwicklung der 3Systeme der symbolischen Logik, wie
sie, vorbereitet durch den BOOLE'schen Logikkalkul, um die
Jhhrhundertwende insBesondere von PEIRCE, FRBGE, SCHRUDER,
PEANO, WHITEHEAD u. RUSSELL geschaffen wurden. Bei der Konstruik-
tion dieser Systeme ging man teils darauf aus, eine handliche
Symbolik zu gewinnen, die zugleich eine genauere Kontrolle der
Schlulfolgerungen ermglichte, teils bezweckte man eine Ein-
crdnung der Mathematik in die Logik.

%8 war der Gedanke HILBERTs, die logische Symbolik dazu
zu verwerten, die mathematischen Beweiametkcien zum Gegenstand
einer mathematischen Untersuc! ung,zu:nteh!au piner "Beweiatheorie"
zu machen. ) Der wesentliche Gesichtspunkt dabeilhu¥ die
Methode der formalen Axiomatik auch auf das logische SchlieBen
selbst, wie es in den Theorien der irithmetik und Mengenlehre
ausgelibt wird, anzuwendien und somit an die 3Stelle der PFrozesse
der logische Begriffsbildung und Folgerung formal angesetzte
Oﬁ%ationen Sruden 1o JEasens Hierdurch gewinnen wir den Vorteil,
dafl wir bei & strittigen Begriffen und SchluBweisen nicht
die inhaltlidhe Bedeutung,in Betracht zu ziehen brauchen,
gsondern nur den formalen Effekt, der durch ihre Anwendung in
den deduktiven Prozessen bewirkt wird. Dieser Effekt liéBt sich
vom Standpunkt einer ganz elementaren Betrachtung verfolgen,
#ir haben sc die MUgliohkeI?jYﬁTE—:bnt1nha1tliohen Standpunkt

%_ﬁ’:‘__»j
problematisch erscheinen, als beweistechnische Verfahren) zu

rechtfertigen,

In diesem 3inne hat Hilbert die Aufgabe gestellt und in

Angriff genommen, das System der Analysis und lMengenlehre als
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ein widerspruchsfreiss Gedankengebiude zu erweisen. Diese
Aufgabe glisdert sich in zwel Teile.

Es handelt sich zundichet darum, die Beweismethoden der
Analysis und Mengenlehre einer formalen Axiomatik zu unter-
werfen oder, wie wir es kurz nennen wollen, zu formalisicren,
Hierfir konnte sich Hilbert auf die bereits ausgebildeten
zuvor genannten Systeme der lLogistik stitzen, in denen eine
solche Pormalisierung bereits geleistet worden war. Der Gesichts-
punkt der streng formalen Deduktion wards zuerst beil Frege
scharf herausgestellt und fur Teile der Mathematik zur Durche-
fihrung gebracht., Die Methoden zur handlichen Ausgestaltung
einer FPormalisierung wurden von Peano entwickelt., Eine Verbin~-
dung von beidem fand in den PRINCIPIA MATHIKATICA durch
fhitehead und Russell statt.

Die hier vorliegende Pormalisierung ist freilich fir die
swecke der Bewelstheorie insofern nicht vorteilhaft, =ls sie
xeine Glisderung in elementarere und hilhere Bereiche der
Begriffabildung und des Schliedens grm'dgliam. Qae rihrt davon
her, daB in den Prineipis Mathematica scwie bal Frege die
Gewinnung der Zahlentheoris aus der allgémainen lengenlehre
als eines der Hauptziele genommen ist., Soklnnen hier die
Yethoden einer elementareren Behandlung der ZahRentheorie
nicht in irscheinung treten.

Von eiﬁer Pormalisierung fir die Zwecke der Beweistheorie
ist zu winschen, dali sie eine analoge axiomatische Gliederung.
der logisch-mathematischen Bildungen und Prcagiﬁa'ligﬁ%§%$ﬁgm?
anmscteetendiagt, wie sie in der Ublichen Axibmhtix durch die
Sonderung der Axicmgruppen bewirkt wird. Unter diesem Gesichts~
punkt erscheint ein schichtwiiser Auftau des deduktiven

Pormalismus als angemessen.
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S0 wurde man veranlait, von neuem die Formalisierung der

mathematischen Disziplinen vorzunehmen, und man ist dabei
zur prizisen BeschreiBung von naturgemifl abgegrenzten Teil-
bereichenfler logisch~-mathematischen Deduktionﬂ& gelangt,
welche sich als solche zum ersten Mal an Hand des Formalisi-
rungsprozesses darstellten.

Auf Grund der vellzogenen Formalisierung gewinnt nun
die Aufgabe dez Nachweises der Widerspruchsfreiheit fir die
arithmetischen Disziplinen eine bestimmtere mathematische
Porm. Es handelt sich jetzt darumu,zdkrkennen, dall die fest-
gelegten Prozesse der Aussagenbildung und der Schlulifolgerung
nicht zur Herleitung solcher Sdtze filhren kiUnnen, die einander
im Sinne der gewdhnlichen inhaltlichen Interpretation wider-
sprechen. Das Widersprechen von 3Jdtzen stellt sich mittels
der Permalisierung der Negation durch eine einfache Beziehung
der entsprechenden Satzfoemeln dar.,

Uherdies ergibt sich bei einer zweckmiiBigen Formalisierung
der Aussagenlogik noch eine Vereinfachung in der Weise, dagf
ausgehend von irgend einem Widerspruch jede beliebige iussage
des formalisierten Bereiches herleitbar wird., Auf Grund davon
genligt es, um die Unmbglichkeit eines Widerspruchs in dem
genannten 3inne erkennen zu lassen, dal man das Gegenteil
eines bestimmien einzelnen elementar giltigen 3atzes als
nicht herleitbar erweist. Die Ausfiihrung eines sclchen Nach-
weises - aﬁsohlieﬂend an den schrittwiisen iufstieg der
Teilbereiche -~ bildet den zweiten Teil des Hilbert'schen
Programme. Die Durchfiihrung ist freilich Hilbert nicht
gelungen, und es ist auch heut2 noch nicht abzusehen, ob -

oder vielmehr in welchem Sinne - sie gelingen kann.



Es bestehen némlich hier nicht nur grole technische,
sondern auch grundsitzliche Schwierigkeiten. Diese erheben
gich vor allem mit Bezug auf die Frage, welche Mittel fiir
den gewiinschten Nachweis zugelassen werden sollen. In der
Tat ging ja das Bedlrfnis fir einen solchen Nachweis von einer

Xritik der tiblichen Beweismethoden aus.® Soll dieser Kritik

Rechnung getragen werden, sc¢ darf der Nachweis der Widerspruchs-
freiheit nicht seinerseits auf einer Verwendung der kritisierten
Methoden beruhen.

Darch diese BErwigung erhalten wir aber zuniéchst nur eine
Abgrenzung im negativen Sinne, und es bleibt noch die Aufgabe,
genauer zu bestimmen, auf welche arten der [berlegung die
Beweistheorie sich stiitzen soll., Plr die wWahl dieses 3tandpunkts
wird uns ein inhsalt durech dae RErfordernis gegeben, daB
zumindest ja die Behauptung der Widerspruchsfreiheit fiir die
formalisierten Theorien sich prizise fassen lassen mufl,

Diesem Erfordernis wird hereits genligt durch eine irt
der elementaren mathematischen 3etrachtungsweise, welche

HEilbert sls den finiten Standpunkt bezeichnet hat, Es ist

diejenige Art anschaulicher mathematischer Uberlegung, wie
gie in der elementsren Xombimatorik angewandt wird. Auch die
elementare Zahlentheorie und Buchataben-iAlgebra laidt sich auf
diese Art behandeln. Das Kennzeichnende fiir die finite Betrach-
tung besteht in folgenden Momenten:

1. Als Gegenstiénde werden nur endliche Gebilde genommen,
an denen auch nur diskrete Gestaltsmerimale unterschieden
werden.,

2¢ Die Pormen des sllgemeinen und des existentialen Urteils

kommen nur auf eine eingeschréankte Art zur Anwendung, im Sinne
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der: Vermei lung dexs Vorstelddung von, unendl ichen Gesamtheiten;
némlich daé allgemeine Urteil wird nur in hypothetischem
Sinne gebraucht, als eine Aussage Uber jedweden vorliegenden
Einzelfall, und das existentiale Urteil als ein (zweckmiBig
zu.vermerkender) Teil einer niher bestimmten Feststellung,
in der entweder ein bestimmt strukturiertes Gebilde vorgewiesen
oder ein allgemeines Verfahren aufgezeigt wird, nach dem man
zu einem (gewisse Bedingungen erfiillenden) Gegenstand einen
anderen Gegenstand mit verlangten Rigenschaften gewinnen kann.

3+ Alle Annahmen, die man einfiihrt, beziehen sich auf
endliche Xonfigurationen.

it der genaueren Beschreibung und Erdrterung der finiten
Betrachtungsweise werden wir uns noch des ﬁéheren zu befassen
haben,

Zs wire zwegifellos sehr befriedigend, wenn wir uns in
der beweistheoretischen Untersuchung vollig an diesen Rahmen
elementarer Betrachtung halten kOnnten. Die WMoglichkeit
hierfir scheint zunidchst insofern gegeben zu sein, als ja mit
Bezug auf eine formalisierte Theorie die Behauptung ihrer
Widerspruchsfreiheit sich nach dem vorhin Bemerkten in finiter
Porm dahin aussprechen l&8t, daB ein jeder formalisierte
Beweis eine Endformel hat, die verschieden ist von der Negation

elner bestimmiten geeignet geWihlten Satzformel.

Die Pormulierbarkeit eines Problems im Rahmen gewisser
Ausdrucksmittel bietet aber noch keine Gewiahr dafiir, daB seine
Losung sich mit diesen Mitteln bewerkstelligen léft., Tatsidch-
lich hat es sich im PFall der Beweistheorie herausgestellt, daB
fiir die gewiinschten Nachweise der Widerspruchsfreiheit forma-
lisierter Theorien die finiten Nethoden nicht zulidnglich sind.



lian hat sich so gendtigt gesehen, flir dié Beweistheorie den
urgpriinglichen finiten Standpunkt zu e2inem "konstruktiven®
Standpunkt zu erweitern, der sich etwa so kennzeichnen 1lH#St,
dal von den drei soeblen genannten Porderungen nur die ersten
baziden aufrecht erhalten werden, die dritte aker fallen 4
galassen wird, S0 xommt man dazu, flr die Beweistheori;&%%fgfhr
golche ﬁilﬁodische Haltung einzunechmen, wie sie der BSRCUWER'=
gche Ihtuitibnismus flir die iathematik lberhaupt als einzig
zuldesig ansienty )

Doch selbst bei dieser Zrweiterung des finiten 3tandpunkte
hat es nicht allenthalben sein HBewanden, an sieht sich viel-
mehr bei der Behandlung gewiszer 7ragen dazu gedringt, auch
die zweite der obigen Porderungen fallen zu lassen. Dies ist
‘zum Beispiel bei der Behandlung der Frage der Vollstindigkeit
des Systems der Regeln fir die gewthnliche Pridikatenlogik
der Pall, die zuerst von Xurt GUDEL im positiven Sinne gelist
worden ied. Hisr erforiert bereits die Pormulierung des Ergeb-
nisses, wenigatens wenn man sie in prignanter und einfacher
form haben will, die Einflhrung einer nichtkoneﬁruktiven
. Begrilfebildung. 7ine finite Passung des Zrgebnisses und auch
ein Beweie im finiten Rahmen 1lu8t sich erzwingen, ist aber mit
technischen KXomplikationen belastet.

Dieses 3Beispiel des @Udel'schen Vollstindigkeitssatzes
ist zugleich dafilr charakteristisch, dai die beweistheoretische
fragestellang in ihrer wrmat@izglichen Ausgestaltung mickt bed
dem Problem verbleilt, welches aus der Kritik der iiblichen
Verfahren der klassischen llathematik erwachsen ist. iuch
HILBERT hat Jja von vorq:ﬁﬁrain die asufgabe der jBeweisthecrie

sehr weit gefalt. )
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Unte# den weitergehenden Pragestellungen sind nun auch
etliche solche, Bei denen die Verbinl@lichkeit der Anforddrung einer
methodischen Beschriinkung als fraglich erscheint. S0 sind in
neuefer Zeit verschiedenen erfolgreiche Untersuchungen, die in
weiterem 3inne zum Pelde der Heweistheorie geh@ren, im Rahmen
der iUblichen mathemaiischen Methodik, also ohne Beschriénkunkg
der Begriffsbildungen und Beweismethoden, durchgefilhrt worden.
Andererseits haben verschiedene Autoren fiir jene speziellan
beweistheoretischen Untersuchungen, die es mit den Pragen
der Widerspruchsfreiheit zu tun huben, einen sclchen Standpunkt
gewiihlt, bei welchem von den drei vorhin formulierten Porde=-
rungen nur die erste zugrunde gelegt wird,

Eine endgiltige Entscheidung der lethcdenfrage kann dieser
Jachlage gegeniiber jedenfalls nur erwartet werden, wenn man
einan Uberslick dariiber hat, was iie verschiedenen Methodan
zu leisten vermfgen. Zs kann schwerlich behauptet werden, daB
gegenwurtig eine Entecheidung jener Prage vorliegt, die nicht
BloB durch eine vorgefalte philosophische insicht bestimmt ist,
Und bezliglich der verschiedenen sich hekdmpfenden und heute
iblichermaien Regeniibergestellten philosophischen Lehrmeinungen
besteht der Verdacht, dal sie ungeklirte Voraussetzungen in
sich schliellen, di ihrerseits vjzieicht eher fragwirdig sind
als die angefochtenen mathematischen Theorien, |

Angesichts dieser Sachlage erscheint es als das angemes-
scne Verfahren, da wir einerseits die methodische Richtlinie,
die durch den Gesichtspunkt der finiten Betrachtung gegeben

wird, im Auge hehal}en. anderseits uns nicht in der Methode
Jadee <A imsbesenolore Eor 2 ' °
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(E;z:;huerdinga die beweistheoretischen

Ak

Untersuchungen in einen engeren ¥ontakt getreten sind mit den

allgemeinen Theorien der absthkten Algebra’Rd Topologie,
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sodal die Aussicht sich ertffnet, daB die beweistheoretischen
Methoden zu einem wirkungevollen Hilfemittel in diesen Gebieten
sich entwickeln. Bei solchen Ahwendungen fungiert die Beweis~-
theorie nicht in der Rolle der Beweiskritik, sondern im Rahmen
der Ublichen Nethoden des mathematischen SchlieBens, und es
wiirde darum hier die Porderung der finiten Betrachtungsweise

gar nicht am Platze sein.

Zur Vorbereitung unserer beweistheoretischen Betrachtungen
ist es nun auf jeden Fall wiinschenswert, dafi die spezifische
Art der finiten Uberlegung deutlich gemacht werde. Zur Illustrie-
rung eignet sich besonders das Gebiet der elementaren Zahlen-
thecrie, in welcher der Standpunkt der direkten inhaltlichen,
ohne axiomatische Annahmen sich vollzieshenden Uberlegungen

am reinsten ausgebildet ist.
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(/ § 2. Die elementare Zahlenthecrie )
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zunidchst
Digtimtte-Betrechtungsweise (1 mmim.
da? die Uberlegungen in Porm von Gedankenexperimenten xxgmxtmiik
xxxiwn an Cegenstiéinden angestellt werden, an denen nur diskrete
Merkmale von Belang sind. Auf diesem Umetande beruht es, daB
wir Piguren in einem strikteren Sinne als ﬁbliehermaﬁsh in
der elementaren Geometrie zur Darstellung der Gegenstinde

tenutkBen kbnnen.

Die Betrachtungen scllen sich ferner an das konkrete
Vorstellen anlehnen, Dabei gehen wir freilich in einer ideali-
sierenden Weise lber das eigentlich Xonkrete hinsus, indem
wir die unbeschrinkte Wiederholbarkeit des Aneinanderfiigens
von Figuren voraussetzen. Diese Art der Jdealisierung ist
von derjenigen, welche die Xritik an den iiblichen Verfahren
der Kathematik hervorgerufen hat, grundsitzlich dadurch
unterschieden, dafl die auftretenden Cbjekte stets endlich
sind. Wo hier Unendlichkeit auftritt, izt es stete nur die
Unendlichkeit eines off::;g Bereichea, auf den nicht als auf
LQZQ&wﬁﬁwﬁé einen fertig hestehendenLﬁézug genommen wird,

‘ Als Prototyp eines solchen offenen Bereiches dient uns
die Zahlenreihe, wie wir sie vom konstruktiven Standpunkt
zu betrachten haben. wWir haben hier ein Ausgangscbjekt und
einen Prozef des Portschreitens. Beides milasen wir in bestimm-
ter ieise mimdmukix anschaulich festlegen. Die besondere Art
der Festlegung ist dabel unwesentlich, nur mu3 die einmal
getroffene Wéhl fir die jeweilige Betrachtung beibehalten
werden, Wir wihlen als Auagangeding/ﬁasYﬁa&oheg 1 und als

,q,,c Z m{{w
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Prozell des Fortschreitens das Anfiigen von 1.

Die Dinge, die wir auf diese Weise erhalten, wie z.B.
T Y1, 1111

sind Figuredron folgender Art: sie beginnen mit 1, sie enden
mit 1; auf jede 1, die nicht schon das Ende der Figur bildet,
folgt eine angefiligte 1; %&e werden durch einen zum AbschluB
kommenden Aufbau erhalten, der sich daher auch durch einen

o

schrittweisen Abbau rickgingig machen léBt.Wﬁif wollen diese

Figuren, mit einer leichten Abweichung vom gewohnten Sprach-

gebrauch,)Qin~ﬁrmangeiungweines“besserenwk&@zen”kusd?ﬁaﬁh}
als "Ziffern" bezeichnenlj )

(Die Bezeichnung ist so gemeint, daB die Ziffern nicht
als Symbole flir etwas anderes, sondern selbst als (Objekte
betrachtet werden sollen; in diesem Sinne legen wir ihnen
nicht eine Bedeutung bei. In einem andern Sinne aber sind die
Ziffern nicht bedeutungslos, nidmlich inscofern ihre Struktur,
wie sie sich aus der Art ihrer Gewilnnung ergikt, dasjenige
ist, was an ihnen betrachtet wird. In dieser Hinsicht sind
die Gegenstimde der Zahlentheorie, wie wir sie hier betreiben.
analog den gé%etriachen Figuren, nur mit den folgenden Unter-
schieden: 1. Bei den geometrischen Piguren gehbren zu den
wesentlichen [igenschaften auch sclche, deren Vorliegen an
der Pigur nicht unmittelbar mit Schérfe beurteilt werden»kann
(wie z.B. genaue Geradheit cder genaue Lﬁngengleichheit){@#éi
den Ziffern sind dagegen, wie schon bemerkt, nur diskrete
Merkmale wesentlich. 2. Bei den geometrischen Sitzen haben
wir es ausschlieBlich mit allgemeinen Behauptmngen zu tun,

sodal hier jede Pigur zur Reprisentation einer Gattung von
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Pdllen dient; in der Zahlentheorie bilden die Ziffern jede
fir sich ein individuelles Objekt. Zu beachten ist iibrigens,
daB wir die Ziffern nicht nur als Piguren achlghthin, sondern
gegebenenfalls auch als Exemplare zu betrachten haben.

Durch die Analogie zur Geometriec ist zugleich der Hinweis
darauf gegeten, daf wir bei den ziffern - auf Grund einer zu
vereinbarenden Einstellung - von geringfiigigen ("unwesent-
lichen") Unterschieden der aiusfithrung zu abstrahieren haben.

Zur Angabe bestimmter Ziffern tedienen wir uns im all-
gemeinen eines Exemplars. Im iUbrigen benutzen wir in iiblicher
Weise "Zeichen zur Nitteilung", wie wir es z.B. in der
Geometrie tun, wenn wir sagen: "Der Punkt P liegt auf der
Geraden g". S0 verwenden wir insbesondere:

1.'ileine deutsche Buchstaben zur Bezeichnung fiir
unbegtimmt gelassenf Ziffern;

2, ﬂﬁmw&nhs-dgﬁyublichen Nummern als Bezelchnungen fiir
bestimmte Ziffern, z,B. "2" fir 11, "3" fir 111;

3+ Zeichen fir gewisse operativ eingefiinrte Punktionen,
deren Argumente bestimmte oder auch unbestimmt gelassene
Ziffern sind, z.B. "a + 11%;

4. Zeichen fir gewisse anschsulich erklirte B3eziehungen
zwischen bestimmten oder auch unbestimmt gelassenen Ziffern,
z.B, "alb¥;

5. Klammern zur Verdevutlichung der Aufeinanderfolge von
FProzessen, wo diese nicht ohne weiteres ersichtlich ist.

Wir wollen nun die Zahlentheorie in der intendierten
anschanlichen Art ihrer Behandlung ein Stiick weit entwickeln.

Das erste, was wir 2zu betrachten haben, sind die Rechen-

operationen, weleche Methoden der Gewinnung von Ziffern sus
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gegebenen Ziffern bilden, Wir beginnen mit dar Addition.
Aus der frzeugungsweise der Ziffern ist ersichtlich, dasl

wir _iﬁ@ ausgehend von irgendeiner Ziffer a durch sukzessives
Anfiigen von 1 wieder zu einer Ziffer gelangen. 4us einer
Ziffer a und einer Ziffer b gewinnen wir daher wiederum eine
Ziffer, indem wir zunichst das Ausgangselement von B an a
anfiligen und dann(scfern b nicht selbst 1 ist) die weiteren
Schritte des ainfligens von 1 wie bel der Bildung von
vornehmen, Wir kbnnen in diesem JSinne kurz vom "Anflgen der
Ziffer b an die Ziffer a " sprechen. Die 80 entstehende
Ziffer geben wir, mit Bezug auf die beschriebene Art lhrer
Gewinnung éus den ziffern a und B, durch den Funktionsaus-
druck "a + b (in ¥Worten:"dle Summe von & und L") an., Das
Punkiionszeichen dient also hier zur kurzen Angabve eines
Prozesses, und der Ausdruck "a + B" ist eine Fennzeichnung
einer Ziffer vermitield eines sie erzeugenden FProzesses.

Die ultiplikation kann nun folgendermsien definiert

werden: a ° _’g(ie.‘c di2 Ziffer, die man aus der Ziffer a erhdlt,
indem men beim Aufbau jewells 1 durch die Ziffer b ersetzt,
sodal man aleo zunidchst 3 billdet und anstatt jedes in der
Bildung ven a vorkommenden anfugens von 1 ldas anflgen von
b avafihrte.

Die Ergebnisse der Ausfiihrung von Rechenoperationen

stellen wir lblichermaBen durch gleichungen dar. Allgemein

verwenden wir hier Gleichungen zu Feststellungen des Inhalts,
dai eine durch eine gewisse Kennzeichnung, insbesondere durch

einen Punktionsausdruck, gegebene Ziffer dieselbe ist wie

Lr (das "Produkt" von a und 1)
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eine direkt durch ein Exemplar oder auch durch eine andere

Kennzeichnung gegebene Ziffer. 3¢ wird z.B. durch die Gleichung
11+111 = 11111

der elementare Sachverhalt ausgedriickt, dal wir durch Anfligen

der Ziffer 111 an die Ziffer 11 die Ziffer 11111 gewinnen. In

der AngalBe von Gleichheitsbeziehungen durch Gleichungen

knnen auch unbestimmt gelassene Bestandteile auftreten, die

wir durch Mitteilungsbuchstaben angeben, wie z.,B. wenn wir

die Behauptung formulieren, daf fir beliehige Ziffern‘g, b

a"‘b:b".’ao

v——

Unmittelbar an die Bildungsweise der 2Z2iffern knilipft sich
die GrdBenvergleichung., Némlich aus dieser Bildungsweise geht

hervor, daB die Verschiedenheit einer Ziffer von einer andern
nur darin bestehen kann, dai der Prozef der Bildung der einen
von ihnen iiber den fiir die andere hinausfilhrt, Bs iet demnach
die eine ziffer, etwa a, eine Teilfigur der anderen,‘é, die
aus jener durch weitere Anfiligungen von 1, oder auch - was

auf das gleiche hinauskommt - durch Anfiigung einer Ziffer
erhalten wird. Wir sagen in diesem Falie, daf E.kleiner ist
als ander auch  da® H_grﬁﬁer iet als{i, und wenden dafir

die Bezeichnuag

HE. > E"

'EE‘< bq
an. Aus unsererUberlegung geht hervor, daf fiir eine Ziffer
a und eine Ziffer b stete eine der Beziehungen

E*h 2% IPA
stattfintlen muB, und andererseits ist aus der anschaulichen
Bedeutung ersichtlich, dal diese Beziehungen einander aus-
schlieBen, Desgleichen ergibt sich unmittelbar, dall, falls

a<bund b < ¢, auch stets a< ¢ ist.
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Man beachte, dai bei dieser Einfilhrung der GroBenbeziehung
der Gr@Benbegriff auf den Begriff des Bestandteidls zurilckgefiihrt

wird. Generell sei darauf hingewiesen, dafi in unserer heutigen

g N
Mathematik (nirgends|der

Gr@ﬁenbegr%fﬁ)ale eigentlicher (irre-

duzibler) Grundbegriff verwendet wird.

Aus unserer Uberlegung betreffend die Vergleichung ver-
schiedener Ziffern entnehmen wir noch, dail eine Ziffer‘g, die
griber ist als eine Ziffer b, sich in der Form 5 + ¢ darstellen
184t. Andererseits besteht fir beliebige Ziffern Bf.g die
Beziehung |

b<b+c.

#ir gehen nunmehr darsn, fir die Addition und NMultipli-
kation die Rechengesetze festzustellen,

Aus der Vergegenwirtigung des Irozesses der Addition
entnimmt man das asscziative Gesetz, wonach, wenn 2, 23 e,
irgendwelche Ziffern sind, stets

2+ (b+e)=(a+m) 4o,
Nicht so direkt ergibt sich das kommutative Gesetz, welches
besagt, dal stetls
Arardes

ist. Wir gebrauchen hier die Beweismethode der yvollsténdigen

Induiktion. kachen wir uns zunidchst klar, wie diese Schlulweise
von unserem elementaren Standpunkt aufzufassen ist: Es werie
irgendeine iussage betrachtes, die sich auf eine 7Ziffer Bezieht
und die einen elementar anschaulichen Inhalt besitzt. Die
Aunssage traffe fiir 1 zu, und man wiese auch, daf die Aussage,
falls sie fiir eine Ziffer n zutrifft, dann awch jedenfalls

fir die Ziffer n + 1 zutrifft. Hieraus folgert man, daB die
sussage fiir jede vorgelegte Ziffer a zutrifft.
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In der Tat ist ja die Ziffer a aufgebaut, indem man,

von 1 beginneni, den Prozell des Anfiigens von 1 anwendlet.
Konstatiert man nun zunichst,das Zutreffen der betrachteten
Aussage fir 1, uni bei jedem Anfii#fgen einer 1, auf Grund der
gemachten Voraussetzung, das Zutreffen der Aussage fir die
neu erhaltene Ziffer, so gelangt man beim fertigen Aufba#bon
a zu der Feststellung, daf die Aussage fir a zutrifft.

¥ir haben es also hier nicht mit einem selbstédndigen
Prinzip zu tun, sondern mit einer Folgerung, die wir aus dem
konkreten Aufbau der Ziffern entnehmen.

Mit Hilfe dieser Schlubweise k®nnen wir nun nach der
liblichen ﬁrt’zunéchst zelgen, dail fiir jede 2iffer a

(3) 5 i generell

et P

wim daher mittels der ¥olletindigen Induktion'die Gleickheit
von a + b uni b+ a 2zu erkennen, geniigt es, wenn wir
e, - s Ll

fiir ein beliebiges Ziffernpuar a, b unter der Voraussetzung,

dall flUur dieses

LRt St B g
auch die Beziehung
as(be1)=(bs+1)4a

faststellen, Diece geschieht, indem wir nacheinander die folgen~-
den Ausdriicke als Kennzeichnungen derselben Ziffer - erweisen:

2% (B gY)

(2 +Bb) +1 auf Grund von (1),

(3 + a) + 1 auf Grund unserer Induktionsveraussetzung,

b+ (a+1) auf grund von (1),

b+ (1 ¢+£23) auf Grund von (3),

Qi-t 1) ¢+ a auf Gruand von (1).

xmgxdefintixwaxd
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Aug der Definition der Multiplikation entnimmt man unmit-

telbar, dall

(4) 1+a=a, a+«1=2a.
Durch direkte Uberlegung ergibt sich ferner das assoziative
Gesetz

(5) a*(beg)=(anr»h):0,

sowie das distributi#e Gesetz
(&) (a+®) co=(a-)+ (.o,
Das andere distrivutive Gesetz, wonach stets
(7) aes (b+c)=(a+b)r(acc),
wird auf Grund der Gesetze der Addition und von (4), (6)

durch vollstédndige Induktion‘eingesehen. Das kommutative
(iber a, bei Festhalten der Ziffern b, gf

Gesetz
(8)
ergibt sich wiederum durch vollsténdige Induktion unter

Benutzung von (4), (6), (7).

| ®

«+b=2b e a

Um zum Begriff der Teilbarkeit zu gelangen, betrachten

wir die Division mit Rest. Vergegenwiirtigen wir uns die

Bildung von a + b . Hier entspricht der Folge der Ziffern
1y 11, «u. , 8, die wir beim Aufbau von a zu bilden haben,
die Polge der Ziffern B, B + B, «.. , 8 * by d. h.:

(9) 1 'E’ 11 o b’ 0‘0,3' b

Jede dieser Ziffern ist griiser als die ihr vorangehende.
Fir b = 1 haben wir a + b = a , andernfalls b =1+,
also a * b= (a° 1)+(§'2) , somit a + b >a . Sei
nat 1 ¥ 3, E<E.’ dann ist in der PFolge (9) die erste
Ziffer kleiner und die letzte grofiler als e Ist & 1’ 2.
die letzte Ziffer in der Folge (9), die nicht grtfer als a

ist, dann ist jedenfalls (g + 1) *« b > a , Jetzt ist entweder
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es ist
Ezgoé_,oder)’2>i'_§, also .2"(2_'?.)*_1'. fir eine
bestimmte Ziffer ;5 1lese xxf#fEx ist dann kleiner als b, da ja
(@ :b)+rb=(a+1) b (g+1)-p>a,.
Hierbel ist ersichtlich, daB die Darstellung a =q * b

stets nuar fir eine Ziffer g_hestehen kann, und ebenso die
Darstellung a = (3.- B) t r stets nur fir je eine Ziffer
E'QHd je eine zZiffer I, sofern wir die Bedingung stellen,
da8 r<b =,

#ir sagen im ersten Fall, das g!durch b teilbar ist;
im andern Fall stellt die Gleichung 2=(3°b)+1r die
Division von a durch b mit dem Rest r dar, 5 2

Man beachte, daf nicht nur mit der Feststellung der
Teilbarkeit von a durch b eine Darstellung '

L S B

gegeben ist, sondern auch aus einer Gleichung

=2k
(und scmit auch aus einer Gleichung a =1 « 3) die Teilbar-
keit von a durch b folgt, da ja die betreffende Ziffer g
der Folge der Ziffern 1, 11, ... , &8 angéhﬁren muB.

BEine Ziffer, die sich nicht als Produkt von zwei kleine-
ren Ziffern darstellen 188%,~ (die Gesamtheit solcher Produkte
ktnnen wir ja durchgehen) -, nennen wir eine Primzahl.

Ist n eine von 1 verschiedene Ziffer, so gibt es in der
FPolge der Ziffern 1 bis n jedenfalls eine erste, welche die
Eigenschaft hat, von 1 verschieden und Teiler von n zu sein.
Von diesem "kleinéten ven 1 #erscbiedenen Teiler von n" zeigt
man leicht, dal er eine Primzahl ist.

Nun ktnnen wir auch nach dem Verfahren von EUKLID den

Satz beweisen, daB =x zu jeder Ziffer a eine Primzahl »>a
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bestimmt werden kann: Man multipliziere die ﬁifﬁ!mnder Folge
von 1 bis a miteinander, addiere 1 und nehme von der so erhal-
tenen Ziffer den kleinsten von 1 verschieiengn Teiler t. Dieser
ist dann eine Primzahl, und man erkennt leicht, dai t nicht
in der Folge der Ziffern von 1 bis a vorkommen kann, mithin
>a ist.

Plr den weiteren Aufbau der elementaren Zahlentheorie

bedarf noch das Verfahren der rekursiven Definition einer

genaueren Erdrterung. Vergegenwirtigen wir uns an einfachen
Beispielen, worin dieses Verfahren besteht: Die Funktion n!,
deren Wert das Produkt der Ziffern von 1 bis n ist, kann
eingefilhrt werden durch die Gleichungen
ko
m+ 1) =n!-(@+1),
die Potenzfunktion .gg durch die Gleichungen

1
- e B

n+1
g =gl . a

.

Wir haben es also zu tun mit Gleichungspaaren vom Typus

(1)=_5;.9
e

Pn + 1) =Yk, g@) ,
bezw. :
| (11){ Pla,1) = Y(a) ,

(p(g_. n+1) =)((§.(P(§,.;_x)) ’

wobei durch "@" die zu definierende Funktion bezeichnet wird,
2 eine feste Ziffer ist, und 1’/ bezw. ’\fl und X bereits bekannte
FPunktionen sind.

Wie ist eine sclche Einfilhrung eines Funktionszeichens
vom Standpunkt der anschaulichen Zahlentheorie zu verstehen?

Zuniéchst bedarf es einer Prézisierung des Punktionsbegriffs.
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Von einer Punktion sprechen wir hier, wenn eine anschauliche
Anweisung gegeben ist, um aus je einer vorgelegten Ziffer,
bezw., einem Paar, Tripel ... von Ziffern, wieder eine Ziffer
zu gewinnen., Die betrachteten Gleichungspaare lassen sich nun
in der Tat als abgekiirzte Mitteilungen solcher Anweisungen
ansehen,
Machen wir uns dieses an dem Fall des Gleichungspaares

(10) klar. Hier handelt es sich darum, fiir eine gegebene
Ziffer m einen Punktionswert (P(Ln_) zu bestimmen. Wenn m = 1
ist, so wird durch die erste Gleichung der Punktionswert 2z
gegeben. Andernfalls hat m die Form & 4+ 1 . Man schreibe
dann zunéichst schematisch auf:

WY(z,9(2) .
Ist 2a =1, 80 ersetze man hierin (P(_a_) durch z; andernfalls
hat a die Form b + 1 , und man ersetze dann ?(g_) durch

Y(E,pL) -
Nun ist wieder entweder b =1 oder _E_von der Form ¢ + 1 .
Im ersten Pall ersetze man ?(3) durcfn z, im zweiten Fall durch

Yic,pe)) .
Die Fortsetzung dieses Verfahrens fiihrt jedenfalls zu einem
Abschlu8. Denn die Ziffern

2 By Syeeey

welche wir der Reihe nach erhalten, entstehen durch den Abbau

der ziffer m, und dieser muil ebenso wie der Aufbau von m zum
AbschluBl gelangen. Wenn wir beim Abbau bis zu 1 gekommen
sind, dann wird ?(1) durch z ersetzt; das Zeichen cp kommt
dann in der entstehenien Figur nicht mehr vor, vielmehr
treten ﬂﬁr bekannte Punktionen, eventuell in mehrfacher
Uberlagerung, auf -\r ist ja aus solchen aufgebaut -, und

die innersten Argumente sind Ziffern.



Damit sind wir zu einem berechenbaren Ausdruck gelangte detm

=, Diese Berech-~

nung hat man nun von innen her auszufiihren, und die dadurch
gewonnene Ziffer soll der Ziffer m als Funktionswert zuge-
ordnet werden.

Aus dem Inhalt dieser Anweisung ersehen wir zunichst,
da sie sich in jedem Falle einer vorgelegten Ziffer m
grundsitzlich erfiillen 188t und daB das Ergebnis eindeutig
festgelegt ist. Zugleich ergibt sich auch, daB filir jede
gegebene Ziffer n die Gleichung

P@+ 1) =y@9@)
erfiillt wird, wenn wir darin (?(11_) und ?(3 + 1) durch die den
Ziffern‘g und o+ 1 gemél unserer Vorschrift zugeordneten
Ziffern ersetzen und dann fiir die bekannte Funktion.jy ihre
Definition substituieren,

Ganz entsprechend ist der PFall eines Gleichungspaares

(11) sowie auch der etwas allgemeinere
q:(gn) =y(a) ,
tp(g. n+1) =X(i.3.<f(§_.13_))
zu behandeln.

Auch Gleichungssysteme von noch komglizierterer Struktur
lassen sich nach der gesdilderten Methode in Anweisungen fir
ein Berechnungsverfahren iibersetzen und damit als Verfahren
der Einfihrung von Funktionen rechtfertigen.

Im ganzen handelt es sich bei den rekursiven Definitionen
nieht um ein selbstédndiges Definitionsprinzip, sondern die
Einflhrung von Funktionen durch rekursive Gleichungen hat im
Rahmen der elementaren Zahlentheorie leiiglich die Bedeutung
einer abgekiirzten Beschreibung gewisser Bildungsprozesse, durch
die man aus einer oder mehreren gegebenen Ziffern wieder

eine Ziffer erhidlt., =
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Als ein Beispiel dafiir, dai wir im Rahmen der anschau-

lichen Zahlentheorie such Unmtglichkeitsbeweise filhren k&nnen,

werde der Satz genommen, welcher die Irrationalitit VOIl]ﬁ?
zum Ausdruck bringt: Es kann nicht zwei Ziffern m, n geben,

)

so daB
LS R T 4
Der Bewels wird bekanntermaBen so gefiihrt: Man zeigt zuniichst,
dal jede Ziffer entweder durch 2 teilbar oder von der Porm
(2 « k) +1 ist und daB daher a + a nur dann durch 2
teilbar sein kann, wenn a durch 2 teilbar ist.
Wire nun ein Ziffe#npaar m, n gegeben, das die obige
Gleichung erfillt, so kdnnten wir alle Ziffernpaare a, b, wo
& der Polge 1,.i4, g;
b der FPolge 1,4.4, n
angehdrt, daraufhin ansehen, ob
¢ vy
ist oder nicht..Unter den Wertepaaren, welche der Gleichung
genligen, widhlen wir ein solches, worin b den kleinstmiglichen
#ert hat. Es kann nur ein solches geben; dieses sei m'y, n'.
Aus der Gleichung
-1_11_:._:2'82-51:.&'
folgt nun nach dem vorher Bemerkten, daf m"durch 2 teilbar

ist:

also erhalten wir
2 «§'s 2 « k'm 2 .0 pt,
und daraus durch einen elementaren indirekten Schlui:
2« K's k= n'e o',
Hiernach wire aber n', k' ein Ziffernpaar, das unserer
Gleichung genligt, und zugleich wire k' - 2:. Dieses wider-

spricht aber der Bestimmung von n'.
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Der hiermit bewiesene Satz léi3t sich iibrigens auch positiv
aussprechen: Wenn m und n irgend zwei Ziffern sind, so ist

memven 2 o n e« n verschieden.,

Soviel mag zur Charakterisierung der elementaren Behand-
lung der Zahlentheorie genligen. Wir sehen hier, wies die
Zahlentheorie sich mittels finiter Betrachtungen entwickeln
143t und dal dabei die Ublichen Methoden der Begriffsbildung.
und Bewelsfilhrung - bei geeigneter Interpretation - beibehalten

werden kCnnen.

#ir wollen uns nun noch Rechenschaft davon geben, dai
auch 4die Anwendung der Zahlenthecrie zur Gewinnung der

anzahlenlehre vom finiten Standpunkt keine Schwierigkeiten

bietet. Wir bedienen uns dabei einer Uberlegung, die von

HELMHGLTZ in seinem Aufsatz "Zdhlen und Messegﬂtégﬁﬁﬂﬁ ange-—
(gikenntnisthea;etisch betrachtet™

stellt {worden ist. )
Es sei eine konkrete (also jadenfalls endlichs) Gesamt-

heit von DJingen vorgelegt. Kan nehme nacheinander die Dinge

der Gesamtheit vor und lege ihnen der Reihe nach die 7iffern

19 11, 111,44 als Nummern bei, Wenn kein Ding mehr iibrig ist,

80 8ind wir zu einer gewiésen Ziffer n gelangt. Diese ist damit

zunichst als Ordinalzahl flir die Gesamtheit der Dinge in der

gewidihlten Reihenfolge bestimmt,
Nun machen wir uns aber leicht klar, dal die resultierendde
Ziffer n gar nicht von der gewihlten Reihenfolge abhingt.
Denn seien '
Bes Bpreesy 8,

die Dinge der Gesamtheit in der gewiihlten Reihenfolge und



-

'9.10 hzo--'r :Qk

r—

die Dinge in einer andern Reihenfolge. Dann Ktnnen wir von
jer ersten Numerierung zu der zweiten folgendermalien durch
eine Reihe von Vertauschungen der Nummern lbergehen: Falls
2, von b, verschieden ist, so vertauschen wir zunichst die
die Nummer r, die das Ding b, in der ersten Numerierung hat,
mit 1, d.h. wir legen dem Ding a, die Nummer 1, dem Ding &,
die Nummer r bei. In der hierdué;x entstehenden Numerierung
hat das Ding 21 die Kummer 1; auf dieses folgt, mit der Nummer
2 versehen, entweder das Ding §2, oder dieses Ding hat hier
eine andere Nummer s, die jedenfalls auch von 1 verschieden
ist; dann vertauschen wir in der Numerierung diese Nummer 8
mit 2, sodaf nun eine Numerierung entsteht, in der das Ding
by die Nummer 1, b, die Nummer 2 hat. By hat hier entweder
die Nummer 3 oder eine andere, jedenfalls ven 1 und 2 ver-
schielene Nummer %; diese vertauschen wir dann wieder mit 3.
Mit diesem Verfahren miissen wir zu einem Abschlub

gelangen; denn durch jede Vertauschung wird die Numerierung

der betrachteten Gesamtheit mit der Numerierung

Byo Borecer By

vom Anfang aus um mindestens-;ine stelle weiter zur UBer-
einstimmung Bebracht, so daf man schlieflich fur b, die
Nummer 1, fir “92 die Nummer 2, ..., fiir "gk die Nummer Xk
bekommt, und dann ist kein weiteres Ding ;;hr iibrig. Anderer-
seits bleibt aber bei jeder der vorgenommenen Vertauschungen
der Vorrat der verwendeten Ziffern ganz derselbe; es wird

ja nur die Nummer eines Dinges gegen die Nummer eines anderen

ausgewechselt. Es geht also die Numerierung jedesmal von 1



w30
bis 1, folglich ist auch

Somit ist die Ziffer n der betrachteten Gesamtheit unabhiéngig
von der Reihenfolge zugeordnet, und wir konnen sie in diesem
Sinne der Gesamtheit als ihre Anzahl beilegen. Wir sagen, die
Gezsamtheit besteht aus n Dingen.

Hat eine konkrete Gesamtheit mit einer andern die Anzahl
gemeinsam, so gewinnen wir, indem wir filir jede eine Kumerier
rung vorhehmen, eine umkehrbar eindentige Zuordnung der Dinge
der einen Gesamtheit zu denen der anderen., liegt andererseits
eine solche Zuordnung zwischen zwel gegebenen Gesamtheiten
vcen Dingen vor, so haben beide dieselbe Anzahl, wie ja unmit-
telbar aus unserer Definition der Anzahl fclgt.,

Von der Definition der Anzahl gelangen wir durch inhalt-

liche ﬁberlegungen zu den Sdtzen der Anzahlenlehre, #Huhcder-
ILehre von den Anzahlen endlicher @esamtheiten, so insbesondere

zu den folgenden Sitzen:

Die Vereinigung zweicr Gesumtheiten ohne gemeinsames
Element, deren inzahlen a und B sind, ergibt eine Gesamtheit
von a + b Dingen.

Die Anzahl der verschiedenen geordneten Paare <§,§),
worin a einer Gesamtheit von a Dingen, B einer Gesaumtheit
von b Dingen angeh®drt, ist a - b .

Die Anzahl der verschiedenen b-stelligen Folgen, deren
Glieder einer Gesamtheit von a Dingen entnommen sind, ist L

DaB wir hier dieseuSdtZe - 2 erst nach der Aufstellung

der Zahlentheorie durch deren Anwendung gewinnen, erscheint
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nicht als unsachgemiil., Wir miissen freilich die inzahlenlehre,
wie sie hier gemeint ist, unterscheiden von einer soclchen im
Sinne einer elementaren propideutischen Disziplin, die als
Vorbereitung natiirlich ihre volle Berechtigung hat und auch
erforderlich ist. Hier handelt es sich um die Anzahlenlehre
als eine eigentliche Theorie, welche ihre SHtze in mathema-
tischer Allgemeinheit aufstellt.

Eine methodische Unterscheidung‘ gewissermafien in entge~
gengesatzter Richtung\.ist die zwischen unserer und der
mengentheoretischen Behandlung der Anzahlenlehre. Was diese
letztere betrifft, so beruht sie wesentlich auf jenen
lethoden der mathematischen Begriffsbildung, gegen welche
aich besonders die Xritik an der Mengenlehre gerichtet hat.

Wir werden auf diesen Sachverhalt im ndchsten Paragraphen
zu sprechen kommen, in welchem wir uns nunmehr die
ﬁberschreitungen der finiten Betrachtungsweise in der

iblichen Mathematik vergegenwirtigen wollen.
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§3. Uberschreitungen des finiten Standpunktes

im mathematischen Schliefen.

Unsere amsgefiihrte Betrachtung der Anfangsgriinde der
Zahlentheorie diente dazu, uns das direkts inhaltliche, in
Gedankenexperimenten an anschaulich vorgestellten Cbjekten
sich vollziehende und von axiomatischen Annahmen freie
Schlieflen in seiner Anwendung und Handhabung vorzufiihren.
#ir haben uns dabei an die methodische Einstellung gehal ten,
die wir anfangs nach HILBERT als den finiten Standpunkt "
bezeichnet haben. Wir wollen nun des niheren betrachten,
wie man dazu veranlalBt wird, den finiten Standpunkt zu
liberschreiten., Dabei wollen wir ankniipfen an die friiher
gegebene Kennzeichhung des finiten Standpunktes, die ja
mittels der drei charakteristischen Momente erfolgte: 1.
Beschrinkung der Gegenstinde auf endliche diskrete Gebilde;
2. Beschriénkung der Anwendung der logischen Formen des
allgemeinen und des existentialen Urteils im Sinne der
Vermeidung der Vorstellung von fertigen unendlichen Gesamt-
heiten; 3. Beschriénkung der innahmen auf solche {iber
endliche Konfigurationen.

Diese liomente sind geordnet im Sinne einer zunehmenden
Anforderung. Wir werien'égggi’bei der Betrachtung der Uber-
schreitungen des finiten 3tandpunktes naturgemsf in entgegen-
gesetzter Reihenfolge/ im Sinne einer schrittweisen Abastrei-

fung der Anforderungen verfahren,
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Ein Verstol gegen die dritte Porderung, wonach alle
Annahmen sich auf endliche Konfigurationen beziehen sollen,
liegt bereits iliberall da vor, wo man die Annahme der Gililtig-
keit eines allgemeinsen Satzes iiber Ziffern einfiihrt.

Eines Veranlassung dazu i&cg#-insbesonioreizzs bei
Anwendung der vollstiédndigen Induktion zum Beweise von Sitzen,
welche eine Beziehung é!EbEQ fir beliebige Ziffern m, n
behaupten. Soll die Induktion, etwa nach n, im finiten Raxmx
Sinne erfolgen, so muB bei dem SchluB von A(m 2) auf

G distaar Woiss,
A(m, n+ 1) die 7Ziffer m festgehalten werden, Sersind wir
auch im vorigen Paragraphen bei den Beweisen der Rechen-
gesetze flr Summe und Produkt verfahren. |

Héufig wird aber die vollstdndige Induktion so angewandt,
daf man zundchst zeigt, dal fir jede Ziffer m die Beziehung
f£Q£,1) besteht, und sodann heweist, daB, falls fiir die Ziffer
n bei jeder beliebigen ziffer m 5_(?_’9.) besteht, dann such
bel jeder Ziffer m ix_(x_n_, n+ 1) besteht. Man schliedt daraus
nach der vollsténdigen Induktion, daB fir jede ziffer n
gilt, daB fir jede Ziffer m &(r_&, n + 1) besteht.

Hier hat man in der zweiten zu beweisenden Behauptung
einen Allsatz als Prémisse; es wird ja angemommen, dafB (fiir
den fixierten Wert n) bei jeder ziffer m die Beziehung 4_(&,5)
bestehe, Dieses Vorausgesetzte kinnen wir uns nicht in der
Vorstellung eigentlich vergegenwartigen.

Preilich 143t sich in vielen Fiéllen die genannte Rorm
der Anwendung der vollsténdigen Induktion vom finiten Stand-
punkt motivieren. Das ist 2z.B., dann der Pall, wenn beim Beweis
des Bestehens von i(m, n + 1) fir ein bestimmtes m die

Voraussetzung des Bestehens von A(Ean) flir beliebige z nur
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in solcher Weisé\&@gew&ﬂé$wwi@i, dall eine durch m und n

bestimmte endliche Anzahl von Beziehungen

(1) ﬁ(51’£)’ cee A(}_{I.’H

benutzt wird, worin Eﬁ,..., Er gewisse aus m und n 2zu
n -

ermittelde Ziffern sind.

In diesem PFPalle kommt ja der Beweis des hypothetischen

Jatzes mit der preblemetieeiren Allprémisse darauf hinaus,

daB man zeigt, dal sich die Peststellung der Beziehung
i&_(gx_, n+ 1) (fir die fixierten Ziffern m, n) zuriickfilhren
148t auf die Peststellungem der Beziehungen (1), und damit
ist ein RegreB gegeben, der di Feststellung von Ai(my n + 1)
in einer begrenzten Zahl von Schritten auf die Peststellung
von Beziehungen

A(zgs1)y eee 4 AlZg1)
zurlickfithrt, und fir diese Wi;a durch den anfénglichen Beweis
des Bestehens von A(m,1) flr beliepige m das allgemeine
Verfahren gegeben.

Diese Art der Rechtfertigung der erweiterten Form der
vollsténdigen Induktion mit Allsétzen als Prémissen ist
jedoch nicht generell anwendbar. Insbesondere erwichst eine
Schwisrigkeit aus dem Umstand, dall derartige erweiterte
Induktionen in komplizierter Weise ineinandergeschachtelt
sein kOnnen. Wir wollen einen typischen FPall dieser Art néher
betrachten, ©Is handelt sich daﬁgm einen konstruktiv behandel-
baren Teil der CANTORschen Theorie der transfiniten Ordinal-

zahlen.,
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